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Ecuaciones Diferenciales I. Examen XI

Ejercicio 1. Encuentra la soluciéon del problema siguiente, indicando el intervalo
en el que esta definida:

y—42® + 2y + )y =0, y(0)=—-1.

Sea el dominio de la ecuacién €2 = R2. Definimos las funciones:

P: Q — R
(v,y) > y—da?
Q : Q — R

(z,y) — 2y+u
Tenemos que P, Q € C'(2). Ademaés, tenemos que:
oP oQ
el =1=- Q.
o (z,) o (DY) V(@) €

Por tanto, la ecuacién es exacta. Buscamos una funciéon potencial U : 2 — R
tal que VU = (P,Q). Integrando la primera componente de VU respecto de x
obtenemos:

U(fv,y)Z/P(x,y)dfcz/(y—4fc3)dfc=:ry—x4+s0(y),

donde ¢ : R — R es una funcién derivable respecto de y que representa la constante
de integracion. Derivando respecto de y obtenemos:

ouU ,
a—y(ﬂs,y) =z +¢'(y)

Por tanto, ¢'(y) = 2y, de lo que obtenemos ¢(y) = y* (por ejemplo. Notemos
que el potencial es uncio salvo una constante aditiva). Por tanto, el potencial es:

Ulx,y) = xy — 2* + 12
De esta forma, la ecuacion diferencial se puede expresar como:

(U, y(a)) =0

Por tanto, como U € C?*(IR?), tenemos que:
Uz,y) =C V(z,y) €Q,
Para cierto C'. Como se pide la condicién inicial y(0) = —1, tenemos que:
Uo,-1)=1=C.

Por tanto, la solucién del problema de valores iniciales viene dado de forma
implicita por la ecuacién:
vy —at +yt =1
Obtengamos los valores de y(x) (donde nos quedamos con la raiz negativa ya
que y(0) = —1):

—x—\/x2+4-(1—|—x4)

5 Vr € R.

y(r) =
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Ejercicio 2. Encuentra un factor integrante del tipo p(¢, ) = m(t) para la ecuacién
2 + t?x + 2’ = 0.

Definimos:
P: R — R
(t,z) — 2t+t%x
Q: R? — R
(t,z) — 1

Tenemos que P, Q € C'(R?). Para que exista un factor integrante j, es necesario

que:
oupP) _ o(uQ)
ox ot
Calculamos dichas derivadas:
o(uP 0 oP
wP) _opp OF

or  Ox ox
O(uQ) _ o Q
o ol TP

De esta forma, tenems que:

o, O, (0@ ap>‘

or' ot M\t " ox

Calculamos las derivadas parciales:

op o on _
%(t, z) =0, T (t,x) =m/(t).
oP o 0Q B

Por tanto, la ecuacién diferencial que debe cumplir el factor integrante es:
—m/'(t) = —m(t)t* V(t,z) € R
Por tanto, la ecuacién diferencial de la cual serd solucion el factor integrante es:
m' = mt? con dominio R x R

donde hemos supuesto que m(t) > 0 para todo t € R (en caso contrario, el factor
integrante seria igualmente valido). La solucién de esta ecuacién diferencial es:

+3

m(t) =es vVt € R,

donde hemos tomado la constante de integraciéon nula por simplicidad (en caso
contrario, el factor integrante serfa igualmente valido).
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Ejercicio 3. Demuestra que las funciones fi, fs, f3 : R = R dadas por:

fl(t) = et> f?(t) = 62t7 f3(t) = €3t’

son linealmente independientes.

Como fi, fa, f3 € C®°(R), en particular son derivables dos veces. Por tanto,
consideramos su Wronskiano:

el e et 111
W(f1, fo, f3)(t) = [e! 2e* 33| =311 2 3| =M [18 +3+4—2— 12 — 9] = 2%
el 4e? 9edt 1 49
Por tanto, para cualquier t € R, W ( f1, f2, f3)(t) # 0. Por tanto, como 3t € R tal

que W(f1, f2, f3)(t) # 0, tenemos que fi, fo, f3 son linealmente independientes.

Ejercicio 4. Demuestra que la funcién F': R — R definida por la integral

1
F(gs):/ "’ cos?(0) db
0

es derivable y cumple F'(0) = 0.

Definimos la siguiente funcion auxiliar:
G: Rx[0,1] — R
(2,0) — €% cos?(0).

Comprobemos en primer lugar que G € C*(R x [0, 1]). Esto es directo, por ser
producto y composicién de funciones de clase C'. Entonces, por el Teorema de la
Derivacién de Funciones dependientes de un Pardametro, la funcién F' es derivable
en R con:

oG
Fl(z) = —(x,0)do.
@)= [ G0
Calculemos su derivada parcial de primer orden respecto de x:
%(m, 0) = 220¢% cos?(6)

Por tanto, la derivada de F’ es:

1
Flz) = /0 2206%* cos?(0) dO

1
= Qx/ 0e% cos®(6) df.
0
Evaluando en £ = 0 obtenemos:
1
F'(0)=2- 0/ 0?7 cos?(6) df = 0
0

Ejercicio 5. Dada una funcién ¢ € C'(R) que cumple £(t) > 0 para cada t € R se
define la transformacién del plano
Q: R? — R?2
(t,x) — (t,L(t)x).
Demuestra que el conjunto de estas transformaciones es un grupo de difeomor-
fismos. Encuentra el subgrupo que deja invariante la ecuacién o’ = 2t2z.



